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RESUMO – Escoamentos multifásicos do tipo sólido-fluido são recorrentes em aplicações 

de engenharia química. Devido a escala e dinamicidade dos fenômenos inerentes a esse 

tipo de sistema, efeitos microscópicos envolvendo partículas individuais são difíceis de 

serem estudados experimentalmente. Nesse sentido, ferramentas numéricas que usam a 

abordagem CFD-DEM (do inglês Fluidodinâmica Computacional – Método dos 

Elementos Discretos) têm-se mostrado promissoras na compreensão dessas interações, já 

que simulam a fase sólida em uma microescala. No entanto, sua aplicação na simulação 

escoamentos sólido-líquido é pouco estudada devido à dificuldade de modelar forças 

viscosas como a força de lubrificação, responsável por dissipar a energia de partículas em 

colisões e causada pelo escoamento do fluido intersticial.  O presente trabalho teve como 

objetivo investigar a validade de um modelo da força de lubrificação usado na literatura 

em simulações sólido-líquido em CFD-DEM através da simulação de experimentos. A 

partir dos resultados obtidos um novo modelo foi proposto em que o valor da força é 

corrigido por uma equação que depende da velocidade relativa das partículas 

imediatamente antes do impacto. 

 

 

   

INTRODUÇÃO 

 

Escoamentos multifásicos envolvendo 

fluidos e materiais particulados estão presentes 

em diversas aplicações da indústria química. 

Uma aplicação comum desse tipo de sistema é 

o leito fluidizado, equipamento simples e 

versátil que tem sido usado na produção de 

biocombustíveis, por exemplo (Gabardo et al., 

2012; Ren et al., 2013; Akram et al.; 2015, 

Gibson et al., 2019).  

Nesse contexto, a modelagem numérica 

utilizando o acoplamento da Fluidodinâmica 

Computacional e a Modelagem de Elementos 

Discretos, chamada de CFD-DEM, oferece a 

vantagem de auxiliar no projeto de 

equipamentos que envolvam esse tipo de 

escoamento. Nessa abordagem, a fase fluida é 

modelada em CFD através da discretização 

temporal e espacial das equações da 

continuidade e de transferência de momento. 

Dessa forma, o fluxo de fluido é calculado em 

volumes fixos no espaço chamados de células 

da malha numérica. 

Já na abordagem DEM, a velocidade e a 

trajetória de cada partícula são calculadas 

individualmente pela solução da segunda lei de 

Newton (Cundall e Strack, 1979). As forças 

partícula-partícula devido a colisão ou forças de 

campo podem ser calculadas à partir de 

diversos modelos disponíveis na literatura, a 

depender do tipo de sistema a ser simulado. 

Por fim, no acoplamento CFD-DEM as 

forças fluido-partícula são calculadas e 

transmitidas para o CFD e para o DEM como 

um par ação-reação. As forças mais comumente 

incluídas são as de arraste, empuxo, aquelas 

associadas aos gradientes de pressão e tensão 

viscosa. 
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Existem duas variações principais do 

acoplamento CFD-DEM que diferem na escala 

de discretização da fase fluida, chamadas de 

resolvida e não resolvida. Na primeira, a malha 

numérica que representa a fase fluida deve ser 

refinada o suficiente para que o escoamento ao 

redor de cada partícula seja plenamente 

capturado, resultando em volumes da malha na 

dimensão de uma fração do diâmetro das 

partículas. Sua principal vantagem é que forças 

interfases como a de arraste, por exemplo, não 

precisam de modelos empíricos e podem ser 

calculadas diretamente. Por outro lado, seu 

custo computacional é elevado a ponto de 

limitar sua aplicação em grande escala, além de 

sua aplicação ser incerta em sistemas 

concentrados com alta frequência de colisões 

entre partículas (Blais et al., 2016). Já na 

variação não resolvida, as células da malha são 

de 3 a 4 vezes maiores que as partículas, 

reduzindo consideravelmente o custo 

computacional e simplificando a solução, 

porém sendo necessário a inclusão de modelos 

empíricos para o cálculo de forças que não 

podem ser capturadas pela solução da fase 

fluida. Nessa abordagem, as forças interfases 

são projetadas para cada célula da malha 

através de uma de uma média volumétrica, em 

que o somatório de todas as forças sólido-fluido 

que atuam sobre uma partícula em uma dada 

célula é dividido pelo volume desta e somado 

na equação de momento. 

Boa parte da literatura em CFD-DEM 

simula escoamentos gás-sólido, já que nesses 

sistemas as forças interfases podem ser 

reduzidas predominantemente à força de arraste 

e à força devido ao gradiente de pressão do 

fluido, facilitando a modelagem (Ku et al. 

2015; Wang et al. 2021; Zhou et al. 2020). 

Dessa forma, uma força pouco estudada em 

CFD-DEM, por ser relevante apenas para 

fluidos de alta viscosidade, é a chamada força 

de lubrificação. Trata-se de uma força 

dissipativa causada pelo escoamento intersticial 

entre duas partículas, que age na direção 

contrária ao movimento relativo dos corpos, 

estando diretamente relacionada à viscosidade 

do fluido (Joseph 2003; Ruiz-Ângulo e Hunt 

2010; Sun e Xiao 2016; Zhang et al., 2005). 

Estudos experimentais demonstram que a força 

de lubrificação é responsável por aumentar 

consideravelmente a energia dissipada em 

colisões. Essa dissipação pode ser quantificada 

através do coeficiente de restituição, número 

adimensional calculado como a razão entre as 

velocidades da partícula imediatamente após e 

antes do impacto. Em seu trabalho, Joseph 

(2003) demonstrou que esse coeficiente é 

proporcional ao número de Stokes, número 

adimensional calculado pela razão da inércia da 

partícula pelo arraste viscoso. Quanto maior a 

viscosidade do fluido, e, consequente menor for 

o número de Stokes, menor será o coeficiente 

de restituição. 

A implementação dessa força em CFD-

DEM pode ser feita de maneira indireta, usando 

correlações empíricas para o coeficiente de 

restituição (Liu et al., 2016), ou de forma direta, 

usando sua formulação fenomenológica. O 

trabalho de Davis et al. (1986) apresentou uma 

solução analítica para a força de lubrificação 

obtida a partir das seguintes hipóteses: 

- Escoamento intersticial puramente 

viscoso (Stokesiano); 

-    Perfil de pressão radial; 

-    Superfícies perfeitamente lisas; 

-  Fluido tratado como meio contínuo, 

independente do grau de proximidade das 

partículas. 

Essas hipóteses, em conjunto com as 

equações de quantidade de movimento e de 

continuidade, bem como com as condições de 

contorno apropriadas, resultam no perfil de 

pressão intersticial, que quando integrado ao 

longo da superfície das partículas, resulta na 

equação analítica da força de lubrificação, 

mostrada na Equação 1. 

 

𝐹𝑙𝑢𝑏 =
3𝜋µ𝑅2𝑣

2ℎ
 (1) 

 

Em que µ é a viscosidade do fluido, R o 

raio reduzido das partículas (igual a metade do 

raio, no caso de partículas iguais), v a 

velocidade relativa das duas partículas e h a 

distância entre elas. A implementação desse 

modelo requer um cuidado: conforme as 

partículas se aproximam, o valor de h tende a 0 

e a força diverge para infinito. Embora isso 

cause problemas numéricos, trata-se de uma 

condição coerente com as hipóteses usadas na 

solução e esse comportamento é conhecido 

como o paradoxo de Stokes (Zhang et al., 

2005), em que dada as condições apresentadas 
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acima, a força de lubrificação entre duas 

partículas se aproximando de fato tenderá ao 

infinito e impedirá que ocorra contato. É claro 

que essa situação não representa a realidade, 

sendo que o contato ocorre entre as rugosidades 

superficiais das partículas, e a presença de 

forças externas de maior magnitude como a 

gravitacional ou o arraste permitem que ocorra 

contato. Numericamente, esse problema é 

contornado na literatura através da introdução 

de um parâmetro de distância mínima, um valor 

fixo e, em geral, na mesma escala da rugosidade 

superficial dos materiais, que impõe um limite 

inferior ao valor de h (Wang et al. 2017; Wang 

et al. 2018; Campos et al. 2021). Não há, no 

entanto, uma investigação completa se de fato a 

introdução desse parâmetro fixo é capaz de 

reproduzir os efeitos da força de lubrificação 

verificados experimentalmente.  

Nesse contexto, o presente trabalho teve 

como objetivo investigar a validade da 

implementação da força de lubrificação em um 

programa CFD-DEM de código aberto com 

base na Equação 1, além de propor uma nova 

abordagem que reproduza os efeitos da força 

observados experimentalmente. 

 

METODOLOGIA 

 

O programa utilizado para as simulações 

CFD-DEM foi o CFDEM®project, programa 

gratuito e de código aberto que realiza o 

acoplamento entre os programas openFOAM® 

(conjunto de ferramentas para solução de 

equações diferenciais) e LIGGGHTS® 

(modelagem de elementos discretos).  

Existem diversas formulações para a fase 

fluida, em geral derivadas da já estabelecida 

modelagem de dois fluidos (TFM), técnica 

usada para simular escoamentos multifásicos. 

Não há, no entanto, um consenso na literatura 

quanto ao modelo mais apropriado. O 

desenvolvimento e as diferenças entre cada 

formulação são discutidos mais a fundo nos 

trabalhos de Norouzi et al. (2016) e de Zhou et 

al. (2010). O modelo utilizado para a fase fluida 

neste trabalho é conhecido na literatura como 

modelo Tipo A ou Tipo II, e é apresentado nas 

Equações 2 e 3 a seguir. 

 

𝜕휀

𝜕𝑡
+ 𝛻(휀𝑓 𝑢𝑓) = 0 (2) 

 

𝜕(𝜌𝑓𝜀𝑓𝑢𝑓)

𝜕𝑡
+ ∇(𝜌𝑓휀𝑓𝑢𝑓𝑢𝑓) =

−휀𝑓∇𝑝 + 휀𝑓∇𝜏 − 𝐹𝑠 − 𝐾𝑝,𝑓(𝑢𝑓 −

⟨𝑢𝑝⟩) + 휀𝑓𝜌𝑓𝑔  

(3) 

 

Em que uf é a velocidade do fluido, ρf sua 

densidade, p a pressão, g a aceleração da 

gravidade e εf a fração de fluido na célula da 

malha. Nessa formulação, as forças sólido-

fluido devido aos gradientes de pressão e de 

tensão viscosa já estão incluídos diretamente no 

primeiro e segundo termo do lado direito da 

Equação 3. O termo Fs agrega todas as forças 

que não dependem do escoamento, que no caso 

desse trabalho é a média volumétrica da força 

de empuxo que atua nas partículas calculada 

pela lei de Arquimedes, dada pela Equação 4. 

 

𝐹𝑠 =
∑ 𝑉𝑝𝑖𝜌𝑓𝑔𝑖

𝑉
 (4) 

 

em que V é o volume da célula e Vpi o volume 

da partícula que ocupa a célula. O termo Kp,f 

inclui a média volumétrica da força de arraste, 

calculada implicitamente na velocidade do 

fluido no passo de tempo atual. Como a 

abordagem CFD-DEM usada nesse trabalho foi 

a não resolvida, a força de arraste precisa ser 

calculada. O modelo de arraste usado para este 

fim foi o de Di Felice (1994), representado 

pelas Equações 5 a 8. 

 

𝐾𝑝,𝑓 =
∑ 𝐹𝑑𝑖

𝑉|𝑢𝑓 − ⟨𝑢𝑝⟩|
 (5) 

 

𝐹𝑑 = 0,125𝐶𝑑𝜌𝑓𝜋𝑑𝑝
2|𝑢𝑓 − 𝑢𝑝|휀𝑓

−𝜒 (6) 

 

𝜒
= 3,7

− 0,65𝑒𝑥𝑝 [−
(1,5 − 𝑙𝑜𝑔10𝑅𝑒𝑝)

2

2
] 

(7) 

 

𝐶𝑑 = (0,63 +
4,8

√𝑅𝑒𝑝

)

2

 (8) 

 

A fase sólida foi resolvida pelo 

LIGGGHTS®, através da integração numérica 

ao longo do tempo da segunda lei de Newton 
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para as direções normais e tangencial, 

representada pelas Equações 9 e 10, 

respectivamente. 

 

𝑚𝑖

𝑑𝑢𝑝

𝑑𝑡
= ∑ 𝑓𝑐 + 𝑓𝑔 + 𝑓𝑓 (9) 

 

𝐼𝑖

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= ∑ 𝑀 (10) 

 

Nestas equações, termo fg corresponde à 

força gravitacional, enquanto ff contabiliza as 

forças devido a fase fluida, tais como: arraste (o 

termo Fd da Equação 5), empuxo, lubrificação 

e as forças devido aos gradientes de pressão e 

tensão viscosa. O termo fc corresponde às 

forças de contato calculadas no LIGGGHTS® 

pelo modelo de Tsuji (1992), apresentado na 

Equação 11. 

 

𝑓𝑐𝑖,𝑗 = −𝐾𝑛𝛿𝑛 − 𝛾𝑛𝑣𝑛 − 𝐾𝑡𝛿𝑡 − 𝛾𝑡𝑣𝑡 (11) 

 

Os índices n e t correspondem às direções 

normal e tangencial; K é o coeficiente de rigidez 

elástica; γ o coeficiente inelástico ou dissipativo 

e δ a deformação elástica. As equações 

constitutivas para K e γ estão disponíveis nos 

trabalhos de Tsuji (1992) e Norouzi et al. 

(2016). Esses coeficientes dependem de 

propriedades físicas dos materiais, como o 

módulo de elasticidade, a razão de Poisson e os 

coeficientes de atrito e de restituição. 

As simulações buscaram reproduzir as 

condições experimentais de Joseph (2003), em 

que colisões de esferas de aço imersas em 

soluções aquosas de diferentes concentrações 

de glicerol foram estudadas. Os experimentos 

utilizaram um pêndulo para garantir que não 

houvesse desvios na trajetória das partículas e 

para que as colisões ocorressem sempre na 

direção normal. Como esses obstáculos não 

existem em simulações numéricas, o método 

da queda livre foi utilizado. Inicialmente, uma 

partícula foi criada em uma posição fixa no 

espaço onde permanece estacionária. Em 

seguida, uma segunda partícula foi criada 

acima da primeira, de onde inicia queda livre 

até a colisão com a partícula imobilizada. As 

propriedades físicas das partículas e da fase 

fluida usadas nas simulações são apresentadas 

nas Tabela 1 e 2, respectivamente. 

 

Tabela 1: Propriedades físicas da fase sólida. 

Material particulado 

Módulo de Young (Pa) 1×109 

Razão de Poisson 0,27 

Coeficiente de restituição 0,97 

Coeficiente de fricção 0,30 

Densidade (kg/m³) 7780,00 

Diâmetro (mm) 6,35 

 

Tabela 2: Propriedades físicas do fluido. 

 

Viscosidade (Pa.s) 0,02520 

Densidade (kg/m³) 1189,25 

Glicerol 50% 

Viscosidade (Pa.s) 0,00504 

Densidade (kg/m³) 1123,75 

 

Embora o coeficiente de restituição seja 

um parâmetro de entrada, com a inclusão de 

uma força dissipativa na direção normal, como 

a força de lubrificação, a restituição resultante 

nas simulações não é igual ao parâmetro de 

entrada. O coeficiente simulado foi calculado a 

partir da razão entre as velocidades 

imediatamente antes e após o impacto. 

A geometria utilizada consistiu de uma 

caixa retangular simples de dimensões 10 x 10 

x 20 cm, sendo todas as 6 faces tratadas como 

parede. O domínio foi discretizado por células 

hexaédricas de 1 x 1 x 1 cm, totalizando 2000 

elementos. Os passos de tempo usados foram 

10-6 para a fase sólida e 10-3 para a fase fluida, 

ocorrendo o acoplamento a cada 1000 passos do 

DEM. Os resultados de posição e velocidade 

das partículas foram salvos a cada 10 passos, 

por um total de 1s de simulação. 

Na primeira etapa de simulações, buscou-

se verificar o resultado apresentado por Campos 

et al. (2021), em que um parâmetro de distância 

mínima fixo para a Equação 1 foi usado para 

avaliar a força de lubrificação. Os resultados 

desse trabalho mostram que há um valor do 

parâmetro que produz resultados próximos dos 

experimentais, porém a hipótese não foi testada 

para diferentes velocidades de impacto. Dessa 

forma, o primeiro conjunto de simulações 

utilizou valores variados para o parâmetro fixo 
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para colisões em uma solução de glicerol 74%. 

Cada valor do parâmetro foi testado para 7 

velocidades de impacto diferentes, controladas 

pela altura de queda da partícula.  Os resultados 

foram comparados com a correlação de Ruiz-

Angulo e Hunt (2010), obtida pelo ajuste dos 

dados experimentais de Joseph (2003) e que 

relaciona o coeficiente de restituição com o 

número de Stokes de impacto, apresentada na 

Equação 12. 

 

𝑒𝑓𝑖𝑡 = 1 −
8.65

𝑆𝑡0.75
 (12) 

  

Em que St é o número de Stokes no 

momento de impacto, dado pela Equação 13. 

 

𝑆𝑡 =
𝜌𝑓 𝑣1𝑟𝑝

9𝜇𝑓
 (13) 

 

Os valores testados para o parâmetro de 

distância mínima, a partir de agora chamado de 

α, e das alturas de queda são apresentados na 

Tabela 3. 

 

Tabela 3: Valores de α e de altura inicial de 

queda usados nas simulações. 

α (µm) 

0,18 0,11 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 

Altura inicial (cm) 

8,0 5,0 2,0 1,0 0,5 0,1 0,05 

  

Os coeficientes de restituição simulados 

foram plotados em função do número de Stokes 

de impacto e do parâmetro de distância mínima, 

α, e comparados com a correlação de Ruiz-

Angulo e Hunt (2010) (Equação 12). Um ajuste 

logarítmico foi feito para cada grupo de pontos 

para um dado valor de α e o ponto de interseção 

desses ajustes com a Equação 12 foi calculado. 

A partir desses pontos de interseção, foi 

construído um gráfico que relaciona o valor de 

α com a velocidade de impacto calculada pelo 

número de Stokes. Uma função linear foi 

ajustada resultando em uma equação de α em 

função da velocidade de impacto que foi 

implementada no modelo de lubrificação, de 

forma que α passou a ser calculado 

dinamicamente em função das condições de 

colisão. Os testes de queda livre foram 

repetidos e novamente comparados com a 

Equação 12. Por fim, para garantir que a 

equação desenvolvida fosse independendente 

do fluido, um conjunto de simulações foi feito 

para uma solução de glicerol 50%. 

 

RESULTADOS 

 

A Figura 1 traz os resultados dos 

coeficientes de restituição simulados em função 

do número de Stokes para cada valor de α da 

primeira etapa de simulações.  

O comportamento observado nas 

simulações do coeficiente de restituição 

aproxima-se muito de uma função logarítmica  

do número de Stokes, distante do 

comportamento esperado pela Equação 12.  

Esse resultado demonstra que o uso de um valor 

fixo para α não é suficiente para simular o efeito 

da força de lubrificação verificado 

experimentalmente. Além disso, é possível 

notar que todos os conjuntos de pontos contêm 

em seu intervalo uma região de interseção com 

a curva da correlação empírica, ou seja, para 

cada valor de α existe um valor de St que resulta 

em um coeficiente de restituição simulado 

próximo do real. O ponto exato dessa interseção 

fornece um par de α e de número de Stokes que 

pode ser usado para desenvolver uma equação 

de correção. A Tabela 4 contém os ajustes de 

cada conjunto e seus respectivos coeficientes de 

determinação (R²). 

 

Tabela 4: Equações ajustadas e R². 

α (m) Ajuste R² 

1,80E-07 0,0407 ln(𝑆𝑡) + 0,5806 0,99 

1,00E-07 0,0640 ln(𝑆𝑡) + 0,3366 0,99 

5,00E-08 0,0920 ln(𝑆𝑡) − 0,0384 0,99 

4,00E-08 0,0972 ln(𝑆𝑡) − 0,1596 0,99 

6,00E-08 0,0855 ln(𝑆𝑡) + 0,0649 0,99 

7,00E-08 0,0796 ln(𝑆𝑡) + 0,1494 0,99 

1.10E-07 0,0602 ln(𝑆𝑡) + 0,3804 0,99 

 

As equações da Tabela 3 foram igualadas 

a Equação 12 e resolvidas numericamente. Os 

valores de St dos pontos de interseção foram 

convertidos para velocidade de impacto a partir  
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da Equação 13, e os pares α e v1 foram usados 

para construção do gráfico apresentado na 

Figura 2. 

 

 
Figura 2: Valores de α em função da 

velocidade de impacto calculada 

 

Pela Figura 2 é possível inferir que o 

valor ideal de α para o cálculo da força de 

lubrificação tem uma dependência 

aproximadamente linear com a velocidade no 

momento de impacto. A equação do ajuste dos 

pontos é apresentada na Equação 14. 

 

𝛼 = 3 × 10−7𝑆𝑡 + 2 × 10−8  (14) 

 

O coeficiente de determinação do ajuste 

foi de 0,99. A Figura 3 traz os resultados das 

simulações de queda livre refeitas utilizando a 

Equação 14 para o cálculo dinâmico do valor de 

α para soluções de 74% e 50% de glicerol. 

Dessa vez, as simulações foram capazes de 

produzir coeficientes de restituição próximos 

dos previstos pela Equação 12. Nota-se que os 

coeficientes simulados tendem a apresentar 

maiores desvios para colisões em baixa 

velocidade, como nos dois pontos de menor 

número de Stokes para cada conjunto de 

simulações. Isso indica que a Equação 14 ainda 

pode ser aprimorada, e que provavelmente os 

pontos coletados para sua construção não 

cobriram uma faixa satisfatória de colisões em 

velocidade reduzida. Além disso, embora a 

Equação 14 tenha sido desenvolvida utilizando 

exclusivamente as propriedades de uma solução 

de glicerol 74%, os resultados foram validados 

com sucesso também para uma solução de 50%. 

Com isso, conclui-se que o modelo 

desenvolvido para corrigir a implementação da 

força de lubrificação em simulações CFD-DEM 

foi validado e pode ser aplicado em simulações 

que envolva o escoamento de sólidos imersos 

em fluidos viscosos. 

 

CONCLUSÕES 

 

A implementação da força de lubrificação 

em conjunto com um parâmetro de distância 

mínima fixo foi avaliada usando uma 

correlação empírica da literatura. Verificou-se 

que essa abordagem não reproduz o 

comportamento observado experimentalmente 
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Figura 1: Coeficiente de restituição simulado em função do número de Stokes de impacto para 

diferentes valores de α. 
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de colisões em meios viscosos. A partir dos 

resultados das simulações de colisão com o 

parâmetro fixo, uma equação de correção foi 

ajustada e implementada no modelo de forma  

que o parâmetro de distância mínima passou a 

ser calculado em função da velocidade de 

impacto. O modelo com a equação de correção  

foi capaz de reproduzir o comportamento 

observado experimentalmente para a restituição 

e foi validado. 
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NOMENCLATURA 

 

Flub Força de lubrificação (N) 

µ Viscosidade do fluido (Pa.s) 

R Raio da partícula (m) 

v Velocidade relativa (m/s) 

h Distância (m) 

εf Fração de fluido 

uf Velocidade do fluido (m/s) 

ρf Densidade do fluido (kg/m³) 

p Pressão (Pa) 

τ Tensão viscosa (Pa) 

Fs Troca de momento (Pa/m) 

up Velocidade da partícula (m/s) 

g Aceleração da gravidade (m/s²) 

Vpi Volume da partícula i (m³) 

V Volume da célula (m³) 

Fd Força de arraste (N) 

Cd Coeficiente de arraste 

dp Diâmetro da partícula (m) 

Rep Reynolds da partícula 

mi Massa da partícula (kg) 

fc Força de contato (N) 

fg Força gravitacional (N) 

ff Força interfásica (N) 

Ii Momento de inércia (kg/m²) 

ωi Velocidade angular (rad/s) 

M Momento angular (kg/m²s) 

St Número de Stokes 

v1 Velocidade de impacto (m/s) 

rp Raio da partícula (m) 
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